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引言 
 
解實系數二次方程，一般用三類方法：（1）代數法（因式分解、配方、用求根公式），

（2）圖解法（畫出二次函數的圖象），（3）數值法（二分法、Newton 法）。其實

還有一個較少人知的幾何作圖法(參看[1])。此法結合數學的兩大範疇：代數與幾何，

且不難學，因而十分適合高中學生學習。本文除介紹這個方法外，還用幾何法導出以

下三個有關二次方程的重要結果：根和系數的關係、判別式和實根數目的關係、求根

公式。 

 

方法和原理 
 
考慮實系數二次方程

 

(E) : x2 +bx + c = 0，其中

 

bc  0。在方格紙上標出

 

A(0,−1)和

 

B(−b,−c)兩點，以圓規和直尺作圖，可得

 

AB的中點

 

O，再以

 

O為圓心，

 

OA為半徑作

一圓

 

(C)。若

 

(C)與

 

x軸相交於兩點

 

M(,0)和

 

N(,0)，則方程

 

(E )有兩相異實根

 

  和

 



（圖 1）（不妨假設𝛼 > 𝛽）； 若只與

 

x軸相切於一點

 

P(,0)， 則

 

(E )有一重實根

 



（圖 2）；若與

 

x軸不相交， 則

 

(E )沒有實根（圖 3）。圖 1－3 都是表示

 

c 0的情況，

讀者可自行繪畫當 

 

c 0的圖象。 

 

  
圖 1      圖 2 

 
 
                                                        
1 《孟子‧離婁上》：「不以規矩，不能成方圓。」規是圓規，用來畫圓；矩是曲尺，用來畫直角。所

以規矩本是幾何作圖工具的意思，後來引伸指法則。本文標題「規矩」一詞，也兼具這兩個意思。 
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圖 3      圖 4 

 
此法原理如下：設

 

M(,0)為

 

x軸上的一點，且

 

  0，

 

  −b（圖 4）。 

 

M是

 

(C)上的一點

 

 AM⊥BM
0 − (−1)

 −0

0 − (−c)

 − (−b)
= −1 2 +b +c = 0。 

 
由於半圓上的圓周角是直角，我們可以更簡便地以三角尺或 T 尺來求實系數二次方程

的實根，方法是要令三角尺的直角的兩條夾邊分別通過

 

A(0,−1)和

 

B(−b,−c)兩點，同時

使直角落在

 

x軸上（圖 5）。 

  
  圖 5      圖 6 

 

根和系數的關係 
 
從圓心

 

O連一直線與

 

x軸垂直，且與

 

x軸相交於點E，因此 EMNE = （圖 6）2。由截

距定理可知E的座標是 𝐸(−𝑏 2⁄ , 0)，從而得 (α + β)/2 = −𝑏 2⁄ ，即 α + β = −𝑏。 

                                                        
2 為了減省符號，線段（如 EM）和它的長度都用相同符號（即 EM）表示。 
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由此可得𝐶𝑁 = 𝑀𝐷，兼且∠𝑁𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐷𝑁 = ∠𝐵𝑁𝐴 = 𝜋 2⁄ ，易得∆𝐴𝐷𝑁~∆𝑁𝐶𝐵（圖

7），因此𝐴𝐷 𝐷𝑁⁄ = 𝑁𝐶 𝐶𝐵⁄ ⇒ 1 𝛽 = 𝛼 𝑐 ⇒ 𝛼𝛽 = 𝑐⁄⁄ 。 

   
圖 7     圖 8 

 
 

判別式和實根數目的關係 
 

設(𝐶)的半徑為𝑟，因為𝑟 = 𝐴𝐵 2⁄ ，所以𝑟 = √(𝑐 − 1)2 + 𝑏2 2⁄ 。若𝑟 > 𝑂𝐸 = (𝑐 + 1) 2⁄  

（圖 8），則方程

 

(E )有兩相異實根； 若𝑟 = 𝑂𝐸， 則

 

(E )有一重實根（圖 2）；若𝑟 <

𝑂𝐸， 則

 

(E )沒有實根（圖 3）。 

因為(𝑟 − 𝑂𝐸)(𝑟 + 𝑂𝐸) = 𝑟2 − 𝑂𝐸2 = [(𝑐 − 1)2 + 𝑏2] 22⁄ − (𝑐 + 1)2 22⁄ = (𝑏2 − 4𝑐) 4⁄  

且𝑟 + 𝑂𝐸 > 0，所以： 

若𝑏2 − 4𝑐 > 0，則方程

 

(E )有兩相異實根； 若𝑏2 − 4𝑐 = 0， 則

 

(E )有一重實根；若

𝑏2 − 4𝑐 < 0，則

 

(E )沒有實根。 

 

求根公式 
 
考慮直角三角形∆𝑂𝐸𝑁 （圖 8）和利用前面的計算得 𝑁𝐸2 = 𝑟2 − 𝑂𝐸2 = (𝑏2 − 4𝑐) 4⁄ ，

並由於𝑁𝐸 = 𝐸𝑀，所以 

𝛼 = −𝑏 2 + √𝑏2 − 4𝑐 2⁄⁄  ，𝛽 = −𝑏 2 − √𝑏2 − 4𝑐 2⁄⁄ 。 

 

討論 
 
其實摺紙也可算是一種幾何作圖工具，用摺紙解二次方程的方法，可參看[2]。 

為方便論述，我們沒有考慮𝑏𝑐 = 0 的情況，讀者可自行作圖來探究有關的情況。 

至於求複根的幾何方法，因為較為複雜和礙於篇幅關係，故不在此介紹，留待日後另

文論述。 
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